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Caratteristiche delle ellissi 

 

L'ellisse è una sezione conica e può essere definita 
come il luogo dei punti di un piano per i quali la 
somma delle distanze da due punti fissi, detti fuochi, 
rimane costante 

a = semiasse maggiore;               

b = semiasse minore;     

c = distanza di un fuoco dall’intersezione degli assi. 

I vertici di un’ellisse sono i quattro punti di intersezione dell’ellisse con i suoi assi. 

Equazione di un ellisse con centro nell’origine degli assi cartesiani:   
𝑥2

𝑎2 + 
𝑦2

𝑏2  = 1 

Coordinate dei fuochi: (-c,0), (c,0) 

c =  √𝑎2 −  𝑏2  

L’eccentricità e di un ellisse è un indice del suo “schiacciamento’’, ovvero di quanto differisce da una circonferenza: 

e  =  √1 − (
 𝑏2

 𝑎2)    =  
𝑐

𝑎
                   0 ≤ 𝑒 < 1  

𝑏 = 𝑎 √1 −  𝑒2          𝑎 =  
𝑏

√1 − 𝑒2
           

Se e = 0 l’ellisse si riduce a una circonferenza. 
 

L’area A di un’ellisse è data dalla relazione: 

A =  π a b =  π 𝑎2 √1 −  𝑒2 

Per alcune applicazioni risulta utile considerare delle ellissi con eccentricità estremamente prossima ad 1, che, dato 
un certo valore di a, si ottengono diminuendo la lunghezza di b fino a farla diventare quasi uguale a zero. In questo 
caso l’ellisse si “allunga”, fino a poter essere approssimata con un segmento di lunghezza pari a 2a. Gli estremi di 
questo segmento coincidono in pratica con i fuochi.  

Il calcolo esatto della lunghezza L di una ellisse è molto complesso. Una semplice relazione, approssimata per 
eccesso, è:  

 L ≃ π √2 (a2 +  b2) = a π √4 − 2 e2 

che può essere utilizzata per piccoli valori dell’eccentricità; infatti la formula fornisce il valore 𝐿 ≃ 4.44𝒂 nel caso 

in cui l’eccentricità risulta estremamente prossima ad 1, mentre il valore vero sarebbe 𝐿 ≃ 4𝒂.  

Una relazione più complessa ma più accurata, in particolare per alti valori dell’eccentricità, è: 

L ≃  π [3 (a + b) −  √(3a + b)(a + 3b)] 

che fornisce il valore 𝐿 ≃ 3.98𝒂 nel caso in cui l’eccentricità risulta estremamente prossima ad 1. 

 

Con riferimento alla seguente figura la distanza 𝐫 di un punto P dell’ellisse dal fuoco indicato è data dalla relazione: 

 

𝑟 =  
𝑎 (1 −  𝑒2)

1 + 𝑒 cos 𝜃
  

Dove l’angolo  si conta in direzione antioraria dal 
vertice v dell’ellisse più vicino al fuoco considerato. 

Nel caso di orbite planetarie se il fuoco indicato è 

occupato dal Sole, l’angolo  prende il nome di 
“anomalia vera”. 

Nota: la distanza di P dall’altro fuoco, contando l’angolo  dallo stesso vertice, è data dalla relazione: 𝑟 =  
𝑎 (1 − 𝑒2)

1−𝑒 cos 𝜃
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Le leggi di Keplero 

Sono tre leggi che descrivono il moto dei pianeti del Sistema Solare. Keplero le derivò in modo empirico dalle 
osservazioni di Tycho Brahe. Successivamente, Isaac Newton dimostrò che sono una diretta conseguenza della 
legge di gravitazione universale. Seppur originariamente formulate per i corpi in orbita attorno al Sole, le leggi di 
Keplero valgono anche per i satelliti, naturali o artificiali, che orbitano attorno ai pianeti e, più in generale, per il 
moto di tutti i corpi su cui agisce la sola forza di gravità. 

 

 I legge (legge delle orbite) 
“Le orbite descritte dai pianeti sono delle ellissi, con il Sole 
in uno dei due fuochi”. 
 

Il moto dei pianeti attorno al Sole si svolge quindi su un 
piano, detto piano orbitale. Per la Terra tale piano è 
chiamato eclittica. Le orbite dei pianeti hanno tutte 
eccentricità bassa (per la Terra è pari a 0.0167). Nel sistema 
solare le eccentricità maggiori si osservano per asteroidi e 
comete. 

 

Per un’orbita ellittica definiamo: 
Raggio Vettore: è il vettore che unisce il Sole a un pianeta. 
Ha modulo è direzione variabili; il suo verso è sempre dal 
Sole al pianeta.  
Linea degli apsidi: è il segmento passante per i due 
fuochi e per due dei vertici dell’ellisse; coincide con l’asse 
maggiore dell’orbita e i due vertici sono detti apsidi. 

 

Per corpi in orbita attorno al Sole si definiscono inoltre: 
Afelio: apside dell’orbita alla massima distanza dal Sole; 
Perielio: apside dell’orbita alla minima distanza dal Sole. 
 

Per corpi in orbita attorno alla Terra i termini 
corrispondenti sono Apogeo e Perigeo. 
 

In generale, per un corpo celeste in orbita attorno a un 
altro i termini corrispondenti sono Apoastro (o Apastro) e 
Periastro. 

 

 II Legge (legge delle aree)  
“Il raggio vettore che unisce un pianeta al Sole spazza aree 
uguali in tempi uguali”. 
 

Con riferimento alla figura a sinistra, se il tempo 

𝑇1−2 impiegato dal pianeta a spostarsi da 𝑃1 a 𝑃2 è uguale 

al tempo 𝑇3−4 impiegato per spostarsi da 𝑃3 a 𝑃4 allora: 

𝐴1−2 =  𝐴3−4 
 

Quindi la velocità di un pianeta lungo l’orbita è maggiore al perielio e minore all’afelio, mentre è costante la velocità 
areolare. In generale, dette A1 e A2 due qualsiasi aree spazzate nei tempi T1 e T2, vale la relazione:  

𝐴1 ∶  𝑇1 =  𝐴2 ∶  𝑇2 

Nota: le prime due leggi sono deducibili dalle leggi di conservazione della quantità di moto e del momento della 
quantità di moto. 

 III Legge (legge dei periodi) 
“Il quadrato del periodo di rivoluzione T di un pianeta attorno al Sole è proporzionale al cubo del semiasse 
maggiore a della sua orbita”:    

 
a3

T2 = K  

Ne segue che maggiore è la distanza dal Sole di un pianeta maggiore è il suo periodo di rivoluzione. 
 

Detti 𝐌⨀ e 𝐌𝐏 le masse del Sole e di un pianeta e G la Costante di Gravitazione Universale, si dimostra che: 
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K =  
𝐺 ⋅  (𝑀⨀  +  𝑀𝑃)

4 𝜋2
 

ma poiché la massa del Sole è molto maggiore quella di qualsiasi corpo del Sistema Solare, per tutti i corpi in orbita 
attorno al Sole vale l’approssimazione: 

a3

T2
= K ≃  

𝐺 ⋅  𝑀⨀

4 𝜋2
 (≃ 3.36 ⋅  1018  𝑚3  𝑠−2) 

Il valore della costante K dipende dalla massa del corpo centrale, ed è la stessa per tutti i corpi di massa trascurabile 
in orbita attorno ad esso.  

Dati due corpi, che indichiamo con 1 e 2,  in orbita intorno al Sole vale la relazione: 

𝑎1
3

𝑇1
2 =  

𝑎2
3

𝑇2
2 

Poiché i periodi orbitali possono essere ricavati indipendentemente dalla conoscenza della distanza dal Sole 
(misurando il cosiddetto periodo sinodico), la III Legge fornisce un modello in scala del Sistema Solare; nota la 
distanza di un pianeta dal Sole si possono ricavare tutte le altre distanze. 

Assumiamo che uno dei due corpi del paragrafo precedente sia la Terra, esprimendo il semiasse maggiore dell’orbita 
in Unità Astronomiche (UA) e il periodo di rivoluzione in anni siderali, per l’altro corpo si ottiene la semplice 
relazione: 

𝑎 (𝑈𝐴)3 = 𝑇 (𝑎𝑛𝑛𝑖)2 

Attenzione: questa relazione è valida UNICAMENTE per corpi in orbita attorno al Sole e fornisce il loro semiasse 
maggiore e periodo orbitale in unità di quelli della Terra. 

 
III Legge di Keplero generalizzata  

 

Nel caso di due corpi con massa 𝐦𝟏 e 𝐦𝟐 non molto 
diverse tra di loro, il moto avviene intorno al centro di 
massa e la III Legge di Keplero va utilizzata nella 
cosiddetta forma generalizzata: 

a3

T2
 =  

G (𝑚1 + 𝑚2)

4 π2
 

Dove 𝐚 è la somma dei semiassi maggiori 𝐚𝟏 e 𝐚𝟐 delle due 
orbite. 

 

Il centro di massa del sistema si trova nel fuoco comune 
alle due ellissi e vale la relazione: 

𝑎1  ∙  𝑚1 =  𝑎2  ∙  𝑚2 

Nel caso di orbite circolari la distanza tra i due corpi resta 
costante durante il moto. 

Durante il moto sulle orbite i due corpi si trovano in ogni 
istante nei punti opposti del segmento che li congiunge 
passante per il centro di massa.  

Con riferimento alle due figure a sinistra negli istanti 𝑡1, 

𝑡2 e 𝑡3 i due corpi si trovano, rispettivamente, nelle 

posizioni 𝐴1 e 𝐵1, 𝐴2 e 𝐵2, 𝐴3 e 𝐵3. 

Nella figura più in alto 𝑚2 𝑚1  ≃ 1.33, 𝑒 ≃ 0.65⁄ ; nella figura più in basso 𝑚2 𝑚1  ≃ 1.67, 𝑒 ≃ 0⁄ . 
Un semplice programma che permette di visualizzare la forma delle orbite al variare del rapporto delle masse e 
dell’eccentricità è disponibile al link: https://www.astro.ucla.edu/undergrad/astro3/orbits.html 

Nota: in tutte le precedenti considerazioni si è assunto che: 

 i corpi coinvolti possono essere considerati come punti materiali;  

 si possono trascurare le interazioni dei due corpi in esame con altri corpi dello stesso sistema (ad esempio le 
interazioni tra i pianeti del sistema solare o quelle tra i satelliti di un pianeta);  

 si possano trascurare gli effetti della teoria della relatività generale. 
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Orbite planetarie 

Dalla relazione: 

𝑟 =  
𝑎 (1 −  𝑒2)

1 + 𝑒 cos 𝜃
 

possiamo ricavare le distanze  𝐃𝐀  all’afelio (dove 𝜃 = 180°) e 𝐃𝐏  al perielio (dove 𝜃 = 0°) 

𝐷𝐴 = 𝑎 (1 + 𝑒)               𝐷𝑃 = 𝑎 (1 − 𝑒)  

da cui seguono le relazioni: 

𝑎 =  
𝐷𝐴 + 𝐷𝑃

2
                    𝑐 =  

𝐷𝐴 − 𝐷𝑃

2
                    𝑒 =  

𝐷𝐴 − 𝐷𝑃

𝐷𝐴 + 𝐷𝑃
 

Indicando con 𝐕𝐀 la velocità di un corpo all’afelio e con 𝐕𝐏 la sua velocità al perielio, dalla II legge di Keplero 
ricaviamo la relazione:   

VA  ∙  DA =  VP  ∙  DP  

Nota: indicando con V e con D il vettore velocità e il raggio vettore in una posizione generica sull’orbita e con  
l’angolo tra le loro direzioni, dalla legge di conservazione del momento della quantità di moto sappiamo che: 

𝐕 x 𝐃 = V ∙ D ∙ sin α = costante 

Per due generiche posizioni sull’orbita vale quindi la relazione: V1  ⋅  D1  ∙ sin α1 =  V2  ⋅  D2 ⋅ sin α2, in quanto 
solo al perielio e all’afelio il vettore velocità e il raggio vettore sono perpendicolari. 

Configurazioni 
 

 

Pianeti esterni 

 Opposizione: il pianeta è in direzione opposta al 
Sole  

 Congiunzione: il pianeta è nella stessa direzione 
del Sole 

 Quadratura: l’angolo Sole-Terra-Pianeta è di 90° 

 Grande Opposizione: il pianeta è in opposizione 
e nello stesso istante la Terra si trova all’afelio e il 
pianeta al perielio 

Pianeti interni 

 Congiunzione inferiore: il pianeta è nella stessa 
direzione del Sole nel punto più vicino alla Terra 

 Congiunzione superiore: il pianeta è nella stessa 
direzione del Sole nel punto più lontano dalla 
Terra 

 Massima elongazione: è la configurazione in cui 
la distanza angolare Sole-Pianeta visti dalla Terra 
è massima. Si ha quando la congiungente Terra-
Pianeta è tangente all’orbita del pianeta. L’angolo 
osservato risulta sempre minore di 90°. 

La massima elongazione può essere est (il pianeta è visibile dopo il tramonto e apparirà esattamente in fase di 
“primo quarto’’) o ovest (il pianeta è visibile prima dell’alba e apparirà esattamente in fase di ‘”ultimo quarto’’). 

Nota: Quando la Luna si trova in quadratura la sua fase sarà prossima, ma NON esattamente uguale, a quella di 
‘”primo quarto’’ (sarà in effetti leggermente oltre) o ‘di ‘”ultimo quarto’’ (sarà in effetti leggermente prima). 
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Periodo Siderale e Periodo Sinodico 

Il Periodo Siderale è il tempo che un corpo impiega per completare un’orbita, ovvero il tempo necessario per 
ritornare nello stesso punto rispetto alle stelle fisse. La Terra completa un’orbita intorno al Sole in 365.25636 giorni 
(anno siderale); la Luna completa un’orbita intorno alla Terra in 27.32166 giorni (mese siderale). Normalmente per 
‘’Periodo di Rivoluzione’’ si intende il periodo siderale. 

Il Periodo Sinodico è il tempo che impiega un corpo del Sistema Solare, osservato dalla Terra, per tornare nella 
stessa posizione rispetto al Sole. Per esempio è il tempo tra due opposizioni consecutive di un pianeta. Il periodo 
sinodico differisce da quello siderale perché anche la Terra ruota intorno al Sole. Per un dato corpo, da ogni pianeta 
del Sistema Solare si misureranno periodi sinodici diversi. Per un satellite, per esempio la Luna osservata dalla 
Terra, il periodo sinodico è la durata di un ciclo completo di fasi.  

Per un osservatore posto sulla Terra e per un corpo che ruota intorno al Sole nella stessa direzione della Terra, il 

Periodo Sinodico 𝐒 del corpo è legato al suo Periodo Siderale 𝐏 e al Periodo Siderale della Terra 𝐄 dalle relazioni:      

1

S 
=  

1

E 
 −  

1

P
          se P > E    

1

S 
=  

1

P 
 −  

1

E
           se P < E 

Se è noto P, detto |E – P| il valore assoluto di E-P, otteniamo in entrambi i casi: 

S =  
E ∙  P

| E −  P |
 

Se è noto S si hanno due casi: 

P =  
E ∙ S

S − E 
          se P > E 

P =  
E ∙ S

S + E 
          se  P < E 

Se E = P il periodo sinodico non è definito e il corpo appare in posizione fissa nel cielo. 

Per un corpo che ruota attorno al Sole in direzione opposta a quella della Terra valgono le relazioni: 

1

S 
=  

1

E 
+

1

P
               S =  

E ∙  P

E +  P
               P =  

E ∙  S

E −  S 
 

Il concetto di periodo sinodico si può estendere al moto di due qualsiasi corpi intorno a un centro comune.  

 
Leggi della meccanica classica 

Descrivono in modo molto accurato i moti che avvengono a velocità piccole rispetto a quelle della luce per corpi 
con dimensioni e distanze reciproche molto maggiori di quelle atomiche. Sono applicabili, con ottima 
approssimazione, alla maggior parte dei moti dei corpi nell’Universo e si basano sui tre principi fondamentali della 
dinamica (detti anche leggi di Newton): 

 Primo principio (o di inerzia): 
Un corpo non soggetto a forze (o per cui la sommatoria delle forze applicate è nulla) o sta fermo o si muove di 

moto rettilineo uniforme. Quindi detta 𝐅 la forza applicata e 𝐚 l’accelerazione del corpo: 

F = 0     ⇒      a = 0 

 Secondo principio (o di proporzionalità): 

Se a un corpo è applicata una forza 𝐅 esso subirà un’accelerazione 𝐚 nella stessa direzione e verso della forza e a 
essa proporzionale: 

F = m ⋅ a      

la costante di proporzionalità 𝐦 è la massa inerziale del corpo. 

 Terzo principio (o di azione e reazione): 

A ogni azione corrisponde una reazione uguale e contraria. Ovvero, se un corpo A esercita una forza 𝐅𝐀𝐁 su un 

corpo B allora il corpo B esercita una forza 𝐅𝐁𝐀 sul corpo A tale che: 

FAB =  − FBA 

Le due forze hanno pari modulo, stessa direzione, ma verso opposto. 
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Le leggi così formulate sono valide nei cosiddetti sistemi di riferimento inerziali, ovvero in tutti quei sistemi di 
riferimento che si muovono l’uno rispetto all’altro di moto rettilineo uniforme. In modo del tutto equivalente 
possiamo definire un sistema inerziale come un sistema in cui sono valide le leggi di Newton. 

 
Legge di Gravitazione Universale 

Formulata da Isaac Newton descrive l’interazione tra corpi dotati di massa e stabilisce che tra due qualsiasi punti 

materiali di massa 𝐌𝟏 e 𝐌𝟐 posti a distanza 𝐫 si esercita una forza 𝐅 lungo la retta che li congiunge pari a: 

F = G 
M1  ∙  M2

r2
 

dove 𝐆 è la costante di Gravitazione Universale.  

La forza gravitazionale è sempre attrattiva, si esercita a distanza e non richiede la presenza di un mezzo che metta 
a contatto i corpi. Inoltre non dipende dalla natura dei corpi ma unicamente dalla loro massa  ed è  istantanea. 

 

Nel caso di corpi non puntiformi ma sferici e 
omogenei, o con distribuzione della massa simmetrica 
rispetto al centro, si dimostra che ai fini del calcolo 
della forza sono equivalenti a punti materiali con tutta 
la massa situata nel centro. 

Nota: in questo caso la distanza 𝐫 da considerare nel 
calcolo della forza è quella tra i due centri e non tra le 
due superfici. 
 

La legge di gravitazione di Newton perde via via validità quando si considera il moto in prossimità di masse molto 
grandi e va sostituita con la teoria della relatività generale di Einstein. 
 

Accelerazione di gravità 

è l’accelerazione 𝐚𝐠 a cui è soggetto un corpo di massa 𝒎 a causa della forza di gravitazione esercitata su di esso 

da un corpo di massa M.  Dalla relazione che lega la forza di gravitazione alla seconda legge di Newton: 

F = G 
M ∙  m

r2
= 𝑚 ∙ 𝑎 

ricaviamo: 

ag = G 
M

r2
 

Massa inerziale e massa gravitazionale 
La massa inerziale è definita dal secondo principio della dinamica e rappresenta la tendenza di un corpo a mantenere 
il proprio stato di moto o di quiete. La massa gravitazionale è presente nella legge di gravitazione universale e 
rappresenta la capacità di un corpo di attrarne altri. Pur essendo grandezze concettualmente diverse si è dimostrato 
sperimentalmente che differiscono per meno di un fattore 10−12. Nella meccanica classica non esiste una spiegazione 
per l’uguaglianza tra massa inerziale e massa gravitazionale, che invece rientra nel “principio di equivalenza” di Einstein. 

 
Moti di particolare importanza 

Moto rettilineo uniforme: è il moto di un corpo con velocità costante lungo una retta. Indicando con 𝐯 la velocità, 

con ∆𝐬 la distanza percorsa e con ∆𝐭 il tempo impiegato a percorrerla vale la relazione: 

𝑣 =  
∆𝑠

∆𝑡
 

Moto rettilineo uniformemente accelerato: è il moto di un corpo con accelerazione costante lungo una retta. 

Indicando con 𝐚 l’accelerazione e con 𝐯𝟎 la velocità iniziale del corpo valgono le relazioni: 

v =  v0 + a ∆t                    ∆𝑠 =  
1

2
 𝑎 ∆𝑡2                    𝑣 =  √𝑣0

2 + 2 𝑎 ∆𝑠 

Moto circolare uniforme: è il moto di un corpo con velocità costante lungo una circonferenza. Il vettore velocità 

è sempre tangente alla circonferenza e il suo modulo (velocità tangenziale) è costante. Indicando con 𝐫 il raggio 
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della circonferenza e con 𝐓 il tempo (periodo) di una rotazione completa, per le quantità velocità angolare 𝛚, 

velocità tangenziale 𝐯𝐓 , accelerazione centripeta 𝐚𝐜 e frequenza 𝐟 valgono le relazioni: 

𝜔 =  
2𝜋

𝑇
  [

𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑖

𝑠
=  

1

𝑠
]  =   

360°

𝑇
  [

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑖

𝑠
] 

vT =  
2 π r

T
=  ω r                    𝑎𝑐 =  

𝑣𝑇
2

𝑟
=  𝜔2 𝑟                    𝑇 =  

1

𝑓
  [

1

𝑠
= 𝐻𝑒𝑟𝑡𝑧] 

Affinché un corpo si muova di moto circolare uniforme occorre che in ogni istante venga esercitata su di esso una 

forza 𝐅𝐜𝐞, detta centripeta, lungo la direzione che lo unisce al centro della circonferenza e con verso in direzione 
del centro. Un caso particolarmente interessante è quando la forza centripeta è la forza gravitazionale esercitata da 

un corpo di massa 𝐌 su un corpo di piccola massa 𝐦. In tal caso avremo: 

𝐹𝐶𝐸 = 𝐺 
𝑀 ∙  𝑚

𝑟2
= 𝑚 ∙  

𝑣𝑇
2

𝑟
          ⇒          𝐺 

𝑀 ∙ 𝑚

𝑟2
= 𝑚 ∙  

4 𝜋2 ∙  𝑟2

𝑇2  ∙ 𝑟
   

da cui si ricava la III legge di Keplero: 

𝑟3

𝑇2
=  𝐺 

𝑀 

4 𝜋2
 

 
Accelerazione e forza centrifuga 

La forza centrifuga è una forza apparente, che viene percepita dagli osservatori solidali a un sistema di riferimento 
non inerziale in moto circolare. Per lo stesso moto gli osservatori inerziali rilevano solo l’azione della forza 
centripeta, che è quella effettivamente applicata a un corpo in moto circolare. 

La forza centrifuga 𝐅𝐜𝐧 ha modulo uguale a quello della forza centripeta 𝐅𝐜𝐞, stessa direzione, ma verso opposto. 

Per un corpo di massa 𝐦 in moto circolare uniforme vale la relazione: 

𝐹𝑐𝑛 =  − 𝐹𝑐𝑒 =  − 𝑚 
𝑣𝑇

2

𝑟
  

Nota: all’interno di una navicella in orbita intorno alla Terra, come ad esempio la Stazione Spaziale Internazionale, 
l’accelerazione di gravità percepita è quasi nulla (condizione di “microgravità”) non perché l’accelerazione di gravità 
della Terra sia nulla a quell’altezza, ma perché la forza centrifuga bilancia l’attrazione gravitazionale. 

 
Moto con accelerazione variabile 

La relazione v =  v0 + a ∆t si può applicare solo nei casi in cui l’accelerazione non varia in modo significativo lungo 
il percorso del corpo in moto, per esempio per la caduta libera di un piccolo corpo da un’altezza molto minore del 
raggio di un pianeta.   

Consideriamo invece il caso in cui un corpo di piccola massa 𝐦 cade su un corpo di massa 𝐌 (con m ≪ M) da 

una distanza 𝐝 tale da non poter considerare costante l’accelerazione di gravità. Se le dimensioni del corpo di massa 

𝐌 sono piccole rispetto a 𝐝, la soluzione approssimata per il tempo di caduta 𝐭 può essere ricavata dalla III legge 
di Keplero, considerando la traiettoria come un’ellisse estremamente allungata, ovvero con eccentricità quasi pari 

ad 1, nella quale il corpo di massa 𝐌 è posto in pratica in uno dei fuochi. In questo caso il semiasse maggiore 

dell’orbita 𝐚 e il periodo di rivoluzione 𝐓 sono approssimabili a: 

𝑎 =  
𝑑

2
                 𝑇 = 2 𝑡 

possiamo quindi ricavare, con buona approssimazione, il tempo di caduta se è nota la distanza di partenza, o la 
distanza di partenza se è noto il tempo di caduta: 

𝑡 =  √ 
𝜋2 𝑑3

8 𝐺 𝑀
                              𝑑 =  √ 

8 𝐺 𝑀 𝑡2

𝜋2

3
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Principio di conservazione dell’energia meccanica 

L’energia meccanica totale 𝐄 di un corpo è la somma della sua energia cinetica 𝐊 e della sua energia potenziale 𝐔. 
In presenza di sole forze conservative l’energia meccanica totale di un corpo si conserva. 

Per un corpo di massa 𝐦 che si muove alla velocità 𝐯 l’energia cinetica è data dalla relazione: 

K =  
1

2
 m v2 

Il valore dell’energia potenziale dipende dalla forza conservativa. Nel caso del campo gravitazionale di una grande 

massa 𝐌, per una massa 𝐦 (con m ≪ M) posta a una distanza 𝐫 si ha: 

U =  − 
G M m

r
 

e quindi in questo caso: 

𝐸 =  
1

2
 m v2  −  

G M m

r
   

Per due qualsiasi configurazioni “a” e “b” vale la relazione: 

1

2
 m va

2  − 
G M m

ra
=  

1

2
 m vb

2  −  
G M m

rb
 

Energia meccanica e orbite: per un corpo di piccola massa che si muove nel campo gravitazionale di una grande 

massa (approssimazione valida per tutti i corpi in orbita attorno al Sole) si può dimostrare che: se 𝐸 < 0  l’orbita 

è ellittica (o circolare); se 𝐸 = 0 l’orbita è parabolica, se 𝐸 > 0 l’orbita è iperbolica. 

 
Velocità cosmiche e velocità lungo l’orbita 

Considereremo due corpi di massa 𝐦 e  𝐌 (con 𝐦 ≪ 𝐌). Si definisce prima velocità cosmica la velocità 𝐯𝟏 che 

il corpo di massa 𝐦 deve possedere per entrare in orbita circolare a una distanza 𝐫 dal centro del corpo di massa 

𝐌. Dalle relazioni del moto circolare uniforme si ricava che: 

v1 =  √
G M

r
 

Si definisce seconda velocità cosmica o velocità di fuga la velocità minima iniziale 𝐯𝐟  che il corpo di massa 𝐦 

deve possedere per allontanarsi a distanza infinita con velocità residua nulla dal corpo di massa 𝐌 e raggio 𝐑. Dal 
principio di conservazione dell’energia meccanica si ottiene: 

1

2
 m vf

2  −  
G M m

R
=  0 

e quindi: 

vf =  √
2 G M

R
 

fissata quindi una qualsiasi distanza r ≥ R vale la relazione: 

vf =  √2  v1 

Nota: Si può facilmente calcolare che la velocità di fuga dalla superficie della Terra 𝐯𝐟𝐓 vale circa 11.2 km/s, ma la 
velocità così calcolata vale se il corpo non è dotato di ulteriore propulsione (per esempio un proiettile); le navicelle 
spaziali dotate di un sistema di propulsione possono allontanarsi dalla Terra, o dal Sole, senza mai raggiungere la 
velocità di fuga. 
 
Orbite intorno alla Terra. 

Se in un certo istante un corpo è dotato di una velocità 𝐯 con direzione perpendicolare a quella corpo-centro della 

Terra, dette 𝐯𝟏𝐫  la prima velocità cosmica e vfTr la velocità di fuga alla distanza 𝐫 dal centro della Terra, possono 
verificarsi le seguenti condizioni: 

1. v <  v1r : il corpo cadrà verso la Terra seguendo una traiettoria ellittica; in funzione della posizione iniziale, il 
corpo potrà effettivamente cadere sulla Terra (o disgregarsi qualora entri all’interno del “limite di Roche”, 
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vedere prossimo paragrafo) oppure inserirsi su un’orbita ellittica il cui apogeo coincide con la posizione iniziale 
del corpo. 

2. v =  v1r : il corpo entrerà in orbita circolare alla distanza 𝐫 dal centro della Terra; 

3. v1r < v <  vfTr: il corpo entrerà in orbita ellittica attorno alla Terra con eccentricità tanto maggiore quanto 

più 𝐯 è prossima a 𝐯𝐟𝐓𝐫; in questo caso il perigeo dell’orbita sarà il punto in cui si trovava il corpo all’istante 
iniziale. 

In tutti e tre i casi precedenti, detta 𝐌𝐓 la massa della Terra, il semiasse maggiore 𝐚 dell’orbita ellittica vale: 

a =  
1

2
r −

v2

G MT

   

mentre l’eccentricità e dipende anche dall’angolo  tra il vettore velocità 𝐯 e il raggio vettore 𝐫: 

e = √1 −
v2 r2 sin2 α

G MT a
 

si noti che se 𝐯 tende a 𝐯𝐟𝐓𝐫, allora 𝑎 → ∞ ed 𝑒 → 1, il che conferma che all’avvicinarsi alla velocità di fuga la 

traiettoria tende a diventare una parabola. Queste considerazioni possono ovviamente essere estese al caso di orbite 
attorno al Sole. 
 

Velocità lungo un’orbita ellittica: per un’orbita ellittica attorno al Sole con semiasse maggiore 𝐚, il modulo della 

velocità 𝐯𝐫 a una distanza 𝐫 dal Sole è dato dalla relazione: 

vr =  √G M⨀ (
2

r
−  

1

a
) 

per un’orbita circolare la velocità 𝐯𝐦 è costante e, come si può facilmente ricavare dalle relazioni sul moto circolare 
uniforme, vale: 

vm =  √
G M⨀

a
 

Per un’orbita con eccentricità 𝐞 le velocità all’afelio 𝐯𝐚 e al perielio 𝐯𝐩 valgono: 

va =  vm √
1 − e

1 + e
                     vp =  vm √

1 + e

1 − e
 

Nota: per un’orbita ellittica 𝐯𝐦 è ricavabile con la stessa relazione usata per le orbite circolari, ma rappresenta in 
questo caso la media di tutte le velocità del corpo lungo l’orbita. 

Si possono infine ricavare le seguenti relazioni: 

𝑣𝑎

𝑣𝑝
=  

1 − e

1 + e
                       𝑒 =  

1 −
𝑣𝑎
𝑣𝑝

 

1 +  
𝑣𝑎
𝑣𝑝

                       𝑣𝑎 ∙  𝑣𝑝 =  
G M⨀

a
                         𝑇 =  

2 𝜋 𝑎

√𝑣𝑎 ∙  𝑣𝑝

    

Velocità lungo un’orbita parabolica: in ogni punto di un’orbita parabolica l’energia meccanica pari a zero: 

1

2
 m vr

2  −  
G 𝑀⊙ m

r
=  0 

Quindi la velocità vpar−r su ogni punto dell’orbita a distanza 𝐫 dal Sole è: 

vpar =  √
2 G M⨀

r
 

ne ricaviamo che un corpo in orbita parabolica ha in ogni istante, ovvero a ogni distanza, una velocità pari alla 

velocità di fuga, che risulta maggiore di un fattore √2 rispetto alla velocità che avrebbe a quella distanza su un’orbita 
circolare. 
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Limite di Roche 

Consideriamo due corpi, che si mantengono compatti unicamente grazie alla propria forza di gravità, di massa 𝐦 

e  𝐌 (con 𝐦 ≪ 𝐌) e con raggi e densità pari a 𝐫𝐦, 𝐑𝐌, 𝛒𝐦, e 𝛒𝐌. Il Limite di Roche (o Raggio di Roche dal 

nome dell’astronomo che lo calcolò per primo nel 1848) è la distanza minima 𝐝 dal centro del corpo di massa 𝐌 

all’interno della quale il corpo di massa 𝐦 viene disgregato a causa delle forze mareali (la differenza di forza di 
gravità sulla parte più vicina rispetto a quella più lontana) esercitate su di esso dal corpo di massa M. Per corpi 

rigidi con alte densità valgono le relazioni:    

d ≈  RM √ 
3 ρM

ρm

3
  ≈   rm √ 

 3 M

m

3
  ≈  √ 

9 M

4π ρm

3
 

Nel caso di corpi fluidi o con bassa densità che si avvicinano a corpi più compatti (ad esempio comete e la maggior 
parte degli asteroidi che si avvicinano al Sole o a un pianeta), il limite è maggiore e si possono applicare le relazioni:   

𝑑 ≈ 2.44 𝑅𝑀 √ 
𝜌𝑀

𝜌𝑚

3
  ≈  2.44  𝑟𝑚 √ 

 𝑀

𝑚

3
  ≈  1.51 √ 

𝑀

𝜌𝑚

3
 

Del materiale in orbita intorno a un pianeta all’interno del limite di Roche non può concentrarsi in un satellite e 
formerà degli anelli. D’altra parte si può facilmente verificare che gran parte dei satelliti artificiali della Terra 
orbitano a distanze inferiori al limite di Roche, ciò è reso possibile dal fatto che questi manufatti sono tenuti insieme 
da altre forze oltre a quella della propria gravità. 

 
Sfera di Hill 

Consideriamo un corpo di massa 𝐦 in orbita ellittica con semiasse maggiore 𝐚 ed eccentricità 𝐞 attorno a un corpo 

di massa M con 𝐦 ≪ 𝐌. Il raggio della Sfera di Hill (dal nome dell’astronomo americano che lo derivò) del 

corpo di massa 𝐦 è la massima distanza 𝐫𝐇 entro la quale il corpo può trattenere un satellite (ovvero un terzo 

corpo di massa 𝐤 ≪ 𝐦) vincendo la gravità del corpo di massa M. Vale la relazione: 

𝑟𝐻 ≈ 𝑎 (1 − 𝑒)  √ 
𝑚

3𝑀

3
 

Nel caso del Sistema Solare ogni pianeta ha una propria sfera di Hill, all’interno della quale deve interamente 
ricadere l’orbita di un corpo affinché questo risulti un satellite stabile del pianeta. Se una parte dell’orbita cade al di 
fuori della sfera di Hill del pianeta, il corpo subirà successive perturbazioni, che lo porteranno infine a orbitare 
attorno al Sole. Ovviamente ogni satellite stabile ha a sua volta una propria sfera di Hill. 

 
Punti di Lagrange 

Consideriamo un corpo di massa 𝐦 in orbita attorno a un corpo di massa M con 𝐦 ≪ 𝐌. Consideriamo inoltre 
un terzo corpo con massa trascurabile rispetto ai primi due. Come dimostrato dal matematico J.L. Lagrange nel 

1772, esistono cinque punti sul piano dell’orbita di 𝐦, detti punti di Lagrange, dove collocando il terzo corpo 

questo mantiene inalterata nel tempo la sua posizione rispetto ai corpi di massa 𝐦 e M. Ciò avviene perché nei 
punti in questione la risultante delle accelerazioni gravitazionali impresse dai due corpi maggiori è esattamente 
uguale all’accelerazione centripeda che serve per mantenere il piccolo corpo in orbita attorno al corpo di massa M 

con distanza, e quindi periodo orbitale, pari a quello di massa 𝐦. 

 

Per il sistema Sole-Terra la posizione dei punti 
lagrangiani è mostrata nella figura a sinistra. La figura è 
del tutto generica ed è quindi valida per qualsiasi coppia 

di corpi di massa 𝐦 ed M.  

Indicando con 𝐌⊙ la massa del Sole, con 𝐌𝐓 la massa 

della Terra e con 𝐚 il semiasse maggiore dell’orbita 

terrestre, si dimostra che la distanza 𝐫 dal centro della 

Terra dei punti 𝐋𝟏 e 𝐋𝟐 è la stessa e vale: 

𝑟 ≈ 𝑎  √ 
𝐌𝐓

3 𝐌⊙

3

 (≈ 0.01 𝑈𝐴) 

ovvero è pari al raggio della sfera di Hill della Terra. 
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In astronomia i punti 𝐋𝟏 e 𝐋𝟐sono molto usati per collocare telescopi spaziali in orbite stabili, che possono così 

effettuare osservazioni ininterrotte di vari oggetti celesti. Il punto 𝐋𝟏 è ideale per l’osservazione del Sole (vi è stato 

collocato ad esempio il satellite SOHO). Il punto 𝐋𝟐 è invece ideale per l’osservazione di oggetti molto lontani dal 
Sole (tra gli altri sono in tale posizione il satellite GAIA e il JWST).  

Nota: in realtà 𝐋𝟏 e 𝐋𝟐 sono punti di “equilibrio instabile”, quindi una qualsiasi piccola perturbazione farebbe 

allontanare sempre di più un telescopio dal punto considerato. Esistono però, sia attorno a  𝐋𝟏 che a 𝐋𝟐, delle 
orbite tridimensionali quasi-periodiche, chiamate orbite di Lissajous, che garantiscono la permanenza per tempi 
molto lunghi di telescopi spaziali in loro prossimità.  
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Appendice 1 - Triangoli: relazioni tra lati e angoli 

Triangolo rettangolo 

 

Teorema di Pitagora 

c2 =  a2 + b2 

Relazioni con funzioni trigonometriche 

a = c ∙ sin α 

a = c  ∙ cos β 

a = b ∙ tan α 

Triangolo generico 
 

 

Teorema dei seni. Il rapporto tra la misura di un lato e il 
seno dell’angolo opposto è costante: 

c

sen γ
=  

b

sen β
=  

a

sen α
 

Teorema del coseno (o di Carnot). Il quadrato di un lato 
è dato dalla somma dei quadrati degli altri due lati, meno il 
doppio prodotto degli altri due lati per il coseno dell’angolo 
tra essi compreso (ovvero l’angolo opposto al lato che si 
sta calcolando): 

𝑐2 =  𝑎2 +  𝑏2 − 2 𝑎 𝑏 cos 𝛾 

Nota: Il teorema del coseno è una generalizzazione del teorema di Pitagora applicabile a un triangolo qualsiasi. 

Infatti nella precedente relazione se 𝛾 = 90° otteniamo: 𝑐2 =  𝑎2 +  𝑏2 

Teorema delle proiezioni. In un triangolo un lato è dato dalla somma degli altri due lati per il coseno 
dell’angolo che essi formano con il primo: 

𝑐 = 𝑏 cos 𝛼 + 𝑎 cos 𝛽 

Raggio della circonferenza circoscritta e teorema della corda 

 

È sempre possibile inscrivere un triangolo in una 
circonferenza, con ogni lato del triangolo che risulterà una 
corda della circonferenza stessa.   

Detto 𝐑 il raggio della circonferenza circoscritta a un 
triangolo vale la relazione: 

R =  
c

2 sen γ
=  

b

2 sen β
=  

a

2 sen α
 

che è la diretta conseguenza del Teorema della corda (dal 
quale si arriva facilmente al teorema dei seni), che afferma che 
in una circonferenza la misura di una corda è data dal 
diametro per il seno di un qualsiasi angolo che insiste sulla 
corda, in particolare quindi: 

𝑎 = 2 𝑅 𝑠𝑒𝑛 𝛼                    𝑏 = 2 𝑅 𝑠𝑒𝑛 𝛽  

𝑐 = 2 𝑅 𝑠𝑒𝑛 𝛾 
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Appendice 2 - Parallasse annua, parsec, anno luce 

 

Si definisce Parallasse Annua (𝛑) di una stella la metà del suo 
spostamento angolare apparente, rispetto a stelle molto più lontane, 
causato dal moto di rivoluzione della Terra intorno al Sole. Poiché 

l’UA, ovvero il semiasse maggiore 𝐚 dell’orbita della Terra, è molto 

piccola rispetto alla distanza delle stelle, l’angolo 𝛑 è molto piccolo 
e risulta sempre minore di 1”. 
 

Si definisce Parsec (pc) la distanza 𝐝 dalla quale 1 UA sottende un 

angolo 𝛑 = 1". 

Poiché a = d ∙ tan π, si ricava che: 

1 𝑝𝑐 =  
1 𝑈𝐴

tan 1"
 ≃ 206265 𝑈𝐴 ≃ 3.0857 ∙  1013 𝑘𝑚 

La distanza di una stella in pc è pari all’inverso della sua parallasse 
espressa in secondi d’arco. 
 

Un Anno Luce (al) è la distanza che la luce percorre nel vuoto in 
un anno giuliano (= 365.25 giorni). Poiché in un anno giuliano ci 
sono 365.25 ∙ 24 ∙ 60 ∙ 60 secondi, si ha: 

1 𝑎𝑙 = 31557600  𝑠 ∙ 299792 
𝑘𝑚

𝑠
 ≃ 9.4607 ⋅  1012 𝑘𝑚 

1 𝑎𝑙 ≃ 62240 𝑈𝐴 ≃ 0.3066 𝑝𝑐 

1 𝑝𝑐 ≃ 3.2616 ≃ 𝑎𝑙 

Nota storica: solo nel 1838 F.W. Bessel fu in grado di misurare la prima parallasse stellare, quella di 61 Cyg 

(𝛑 =  0". 293, pari alle dimensioni angolari di una moneta da 1€ a una distanza di 16 km). Da Terra sono possibili 
misure di parallasse fino a circa 100 pc. Il satellite Hipparcos ha esteso le misure fino a circa 1000 pc. Il satellite 
GAIA sta effettuando misure estremamente accurate per quasi due miliardi di stelle fino a circa 10000 pc.  

 
Appendice 3 - Dimensioni angolari di una sorgente estesa 

 

Consideriamo una sorgente estesa di forma sferica 
con diametro D = 2 R, osservata da una distanza d. 

Detta 𝛃 la dimensione angolare del raggio della 
sorgente estesa, vedere disegno a sinistra, valgono 
le relazioni: 

R = d ∙ sin β 

D = 2 ∙ d ∙ sin β 

Vediamo che non è mai possibile osservare un intero emisfero di una sorgente estesa sferica, che da una data 

distanza d risulterà visibile per un intervallo di latitudine 𝛉 pari a: 

θ = 2 α =  2 ∙ arcos 
R

d
 < 180° 

 

Per quasi tutte le sorgenti astronomiche risulta 𝐝 ≫ 𝐃, con 

l’angolo 𝛃 molto piccolo. Si può quindi usare la relazione: 

𝐷 = 2 ∙  𝑑 ∙  tan 𝛽 = 𝑑 ∙  tan 𝛾 

Nella pratica già per d ≃ 100 D la relazione che usa il seno 
dell’angolo e quella che usa la tangente forniscono lo stesso 
risultato fino alla quarta cifra significativa. 

L’angolo γ è solo la dimensione angolare di una sorgente 
astronomica perpendicolarmente alla linea di vista e non 
fornisce informazioni sulla vera forma della sorgente. 
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